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摘要 :研究一类带有非线性扰动的不确定多时滞系统的鲁棒稳定问题.基于李雅普诺夫定理 ,给出了系统多时滞相

关的稳定准则 ,再通过对闭环系统进行稳定分析 ,推导出状态反馈控制的充分条件 ,该条件进一步等价地转化为一

系列线性矩阵不等式的可解性问题.通过两个例子说明文中所提出的方法可减少结果的保守性 ,证明文中鲁棒控

制方法的有效性.
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　　时滞现象普遍存在于实际应用的控制系统中 ,

并且常常是导致系统不稳定的重要因素.此问题已

受到国内外学者的广泛关注 ,并取得了许多研究成

果 [ 125 ]
.时滞系统控制理论一般分为两类 :一类是时

滞独立稳定 [ 627 ]
;另一类是时滞相关稳定控制 [ 829 ]

.但

时滞相关稳定控制处于初级阶段 ,且时滞相关控制

的结论比时滞独立控制具有较小的保守性.因此研

究时滞相关的稳定性和鲁棒稳定判据显得非常重

要.然而 ,一些文献没有考虑耦合的非线性扰动和控

制器对时滞的控制能力 [ 10211 ] .

本文研究了非线性扰动时滞系统的稳定性和稳

定控制问题.通过建立系统时滞相关鲁棒稳定性判

据 ,指出系统时滞相关鲁棒稳定时存在时滞上界 ,并

给出了时滞相关的鲁棒稳定控制器存在判据和控制

器设计方法.

1　系统的描述和准备工作

考虑下述带有非线性摄动的多时滞系统 :

Ûx ( t) = A x +∑
j

i =1
A x ( t - i ) + B u ( t) +

f ( t, x ( t) , x ( t - 1 ) , ⋯, x ( t - j ) ) ,

(1)

其中 x ( t) ∈R
n是系统的状态 , u ( t) ∈R

nu是系统的

控制输入 , A、A j、B分别为适当维数的已知常矩阵 ;

∈R
+为未知有界常时滞 ,满足 0≤ i≤ M , M是时

滞 i的已知上界 ( i = 1, 2, ⋯, j) . 非线性摄动 f ( t,

x ( t) , x ( t - 1 ) , ⋯, x ( t - j ) )为时变的含有状态和

时滞状态的耦合函数 ,其结构为

f
T ( t, x ( t) , x ( t - 1 ) , ⋯, x ( t - j ) ) f ( t, x ( t) ,

x ( t - 1 ) , ⋯, x ( t - j ) )≤α2
0 x

T ( t) G
T
0 G0 x ( t) +

α2
1 x

T ( t - 1 ) G
T
1 G1 x ( t - 1 ) +⋯ +

α2
j x

T ( t - j ) G
T
j G j x ( t - j ) , (2)

其中αi是已知正的常数 , G i是已知定常的结构矩阵

( i = 1, 2, ⋯, j) .

引理 1　设 a (·) ∈R
na , b (·) ∈R

nb和 N (·)

∈R
na×nb是区间 Φ上的可积函数. 则对任意满足

M (X, Y, Z ) ≡
X　Y

Y
T　Z
≥0的矩阵 X∈R

na×na、Y∈

R
na×nb和 Z∈R

nb×nb ,有

- 2∫Φ a
T ( s) N ( s) b ( s) ds≤

∫Φ a ( s)

b ( s)

T X Y - N

Y
T

- N
T

Z

a ( s)

b ( s)
ds. (3)

引理 2[12 ]　设Φ0 ( x)和Φ1 ( x)是 R
n上的两个任

意的二次型函数.若存在ρ> 0使得不等式Φ0 ( x ) -

ρΦ1 ( x) < 0对任意非零向量 x∈R
n都成立 ,则不等

式Φ0 ( x) < 0对所有满足Φ1 ( x) ≤0的任意 x∈R
n

- { 0}都成立.

2　主要结论

2. 1　考虑系统 ( 1 )的自治系统 (即 u ( t) ≡0 )有如

下结果

　　定理 1　对于正数 M > 0,如果存在对称正定矩

阵 �P、�X、�Y、�Z,ρ> 0使得式 (4)、(5)成立.



ψ
～

+α2
0 G

T
0 G0 L P

～

+ j M A
T

Z
～

j M A
T

Z
～

L
T Γ ΘT ΘT

P
～

+ j m Z
～

A Θ j M Z
～

0

j M Z
～

A Θ 0 - j M Z
～

< 0,

(4)

M (X
～

, Y
～

, Z
～

)≥0. (5)

其中

P
～

= P /ρ, X
～

= X /ρ, Y
～

= Y /ρ, Z
～

= Z /ρ,

Ψ
～

=A
T

P
～

+ P
～

A + j M X
～

+ jY
～

+ jY
～

T
+ jQ
～

,

L = [ P
～

A1 - Y
～

, P
～

A2 - Y
～

, ⋯, P
～

A j - Y
～

],

Γ = diag ( - Q
～

+α2
1 G

T
1 G1 , - Q

～

+α2
2 G

T
2 G2 , ⋯, - Q

～

+α2
j G

T
j G j ) ,

Θ = [ j M Z
～

A1 , j M Z
～

A2 , ⋯, j M Z
～

A i ], 则对于任

意 i∈[ 0, M ], i = 1, 2, ⋯, j,系统 ( 1 ) ( u ( t) ≡0 )是

鲁棒稳定的.

证明 :

记 f ( t) = f ( t, x ( t) , x ( t - 1 ) , ⋯, x ( t - i ) ,

i = 1, 2, ⋯, j.将系统 (1) ( u ( t) ≡0 )写成式 ( 6 )

的形式 :

x ( t) = A +∑
j

i =1
A i x ( t) -

∑
j

i =1
A i∫

t

- i

Ûx ( s) ds + f ( t) . (6)

取 Lyapunov泛函

V ( t, x ( t) ) = x
T ( t) P x ( t) +

∑
j

i =1 ∫
0

- i∫
t

t+s
ÛxT (μ) Zx (μ) dμds +∑

j

i =1 ∫
t

t- i

x
T (s)Q x (s) ds,

(7)

则沿系统的解 :

ÛV ( t, x ( t) ) ≤ x
T ( t) A +∑

j

i =1

A i

T

P x ( t) +

x
T ( t) P A +∑

j

i =1
A i x ( t) + 2x

T ( t) P f ( t) -

2x
T ( t) P∑

j

i =1
A i∫

t

t - i

Ûx ( s) ds + j M Ûx ( t) Z Ûx ( t) -

∑
j

i =1 ∫
t

t - i

Ûx ( ) d + jx
T ( t) Q x ( t) -

∑
j

i =1
x

T ( t - i ) Q x ( t - i ) . (8)

由引理 1得

- 2x
T ( t) P∑

j

i =1

A i∫
t

t - i

Ûx ( s) ds≤

∑
j

i =1 ∫
t

t- i

x ( t)

Ûx ( s)

T X Y - PA i

Y
T

- A
T
j P Z

x ( t)

Ûx(s)
ds≤

j M x
T ( t) Xx ( t) + 2∑

j

i =1
x

T ( t) ( Y - PA i )∫
t

t - i

Ûx ( s) ds +

∑
j

i =1 ∫
t

t - i

ÛxT ( s) Z Ûx ( s) ds,

记向量 z = [ x
T ( t) , x

T ( t - 1 ) , ⋯, x
T ( t - j ) ,

f
T( t) ] T,综合以上结论 ,有

ÛV≤z
T

Ψ0 L 0 j M A
T

Z + P

L
T
0 Γ0 ΘT

0

P + j M ZA Θ0 j M Z

z, (9)

其中 ,

Ψ0 =A
T

P + PA + j M X + jY + jY
T + jQ + j M A

T
ZA,

Θ0 = [ j M ZA1 , j M ZA2 , ⋯, j M ZA i ],

L 0 = [ PA1 - Y + j M A
T

ZA1 , PA2 - Y +

j M A
T

ZA2 , ⋯, PA j - Y + j M A
T

ZA j ],

Γ0 =

- Q + j M A
T
1 ZA1 j M A

T
1 ZA2 ⋯ j M A

T
1 ZAj

j M A
T
2 ZA1 - Q + j M A

T
2 ZA2 ⋯ j M A

T
2 ZAj

… … ω …

j M A
T
j ZA1 j M A

T
j ZA2 ⋯Q + j M A

T
j ZAj

.

　　将不等式 ( 9 )的右边函数记为Φ0 ( z) ,而对于

约束不等式 ( 2 ) ,则可以改写为下面二次型函数的

不等式
Φ1 ( z) = z

T·diag{ -α2
0 G

T
0 G0 -α2

1 G
T
1 , ⋯, -

α2
j G j , I}·z≤0. (10)

由引理 2知道 ,如果存在ρ> 0,使得下面矩阵

不等式组 (11) - (12)成立 ,则对满足非线性摄动范

围 (10)的任意 x∈R
jn - { 0} ,有 ÛV≤Φ0 ( z) < 0.

Φ0 ( z) -ρΦ1 ( z) =

Ψ0 +α2
0ρG

T
0 G0 L 0 j M A

T
Z + P

L
T
0 Γ0 ΘT

0

P + j M ZA Θ0 j M Z

< 0, (11)

M ( x, y, Z)≥0, (12)

其中Ψ0、L 0、Θ0同上 ,

而Γ
～

0 =Γ0 + diag{α2
1ρG

T
1 G1 ,α2

2ρG
T
2 G2 , ⋯,α2

jρG
T
j G j }.

应用 Schur补引理 ,矩阵不等式组 (11)、(12)等价变

形为不等式组 (4)、(5) ,故 ÛV < 0.证毕.

2. 2　时滞状态反馈控制情形

下面考虑非线性时滞系统 ( 1)经时滞状态反馈

的时滞相关鲁棒稳定控制问题.

Ûx( t) = (A +B k) x ( t) +∑
j

i =1

(A i +B ki ) x ( t - i ) +
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f ( t, x ( t) , x ( t - 1 ) , ⋯, x ( t - j ) ) . (13)

定理 2　对于非线性时滞系统 ( 1 )和给定的非

线性摄动范围 (2) ,如果矩阵不等式 (14)有可行解 :

正定矩阵 R , S , V , K,矩阵 N , N i ( i = 1, 2, ⋯, j)和正

数 M > 0,

　　

Δ Ξ V + j M ( PA
T +N

T
B

T ) j M (RA
T +N

T
B

T ) α0 RG
T
0 0

ΞT
-Λ M

T
M

T
0 H

T
H

T

V + j M (AR +BN ) M j M V - V
2

0 … 0

j M (AR +BN ) M 0 - j m V 0 0

α0 G0 R 0 … 0 I 0

0 H 0 0 0 I

< 0, (14)

　　u ( t) = kx ( t) +∑
j

i =1

ki x ( t - i ) ≡

N R
- 1

x ( t) +∑
j

i =1

N i R
- 1

x ( t - i ) . (15)

　　其中 ,

Δ = RA
T

+ AR + j M K + jS + N
T
B + BN ,

Ξ =　　 Ａ1 R + BN 1 , A2 R + BN 2 , ⋯, A jR + BN j　　 ，

Λ = diag{ S , S, ⋯, S } ,

M =　　 ｊM (A1 R +BN 1 ) , j M (A2 R + BN 2 ) , ⋯,

j M (A jR + BN j )　　 ，

H = diag{α1 G1 R,α2 G2 R,⋯,αjGjR} , I = diag{ I, I,

⋯, I},

则对任意满足 0≤ i≤ M的时滞 i ,时滞状态反馈式

(15)是系统 (1)鲁棒稳定控制器.

证明 :在式 (5)中 ,选取 X
～

> 0, Y
～

≡0和 Z
～

> 0.

在式 (4)中分别用 (A +B k)代替 A、∑
j

i =1

(A i +B ki )

代替∑
j

i =1
A i x ( t - i ) ,整理之后再对式 (11)的两边同

时乘以 diag{ P
～

- 1
, P
～

- 1
, ⋯, P
～

- 1
, Z
～

- 1
, Z
～

- 1
}.

令 R = P
～

- 1
, V = Z
～

- 1
, S = P
～

- 1
Q
～

P
～

- 1, K = P
～

- 1
X
～

P
～

- 1和

N = kP
～

- 1
, N i = ki P

～
- 1 ( i = 1, 2, ⋯, j) ,利用 Schur补

引理即可证毕.

另外 ,引理 1在正定矩阵意义下和其他不变的

情况下 , Z越小 ,右式作为左式的上界则保守性越

小.针对不等式 (14)中的非线性项 j M V - V
2
,可以

取 V -δI,δ> 0.只要δ足够大 (δ> M ) ,就可以保证

j M V - V
2 < 0,且使不等式 (14)变成 LM I.

3　数值例子

例 1.

Ûx ( t) =
- 2　　0

　0　 - 1
x ( t) +

- 1　　0

- 1　 - 1
x ( t - 1 ) +

f ( t, x ( t) , x ( t - 1 ) ) , (16)

当 B = 0, G0 =
1　0

0　0. 8
, G1 =

0. 5　0

0　　1
,α0 =

α1 = 013时 ,由定理 1,得系统 ( 16) ( u ( t) ≡0 )的时

滞相关鲁棒稳定时滞上界 : M = 11498 1.

而文献 [ 13 - 15 ]得到的 分别为 : < 01428 3,

< 01245 4, < 01161 4,可见本文的结果保守性更少.

例 2.

Ûx ( t) =
0　　0

0　 - 5
x ( t) +

- 2　 - 015

　0　 - 1
x ( t - 1 ) +

　1　 - 1

- 0. 4　2
x ( t - 2 ) +

- 111

　1
u ( t) + f ( t, x ( t) ,

x ( t - 1 ) , x ( t - 2 ) ) , (17)

其中 G0 =
1　　0

0. 5　1
, G1 =

1　　0

0. 3　1
,

G2 =
1　　0

0. 1　1
.

　　α0 =α1 =α2 = 018.当 V = diag{ 10, 10} ,由定理

2得状态反馈 : u ( t) = [ 31 126 - 1 734 ] x ( t) +

[ 01707 6　01108 8 ] x ( t - 1 ) + [ - 01064 3　 -

11361 4 ] x ( t - 2 ) ,对任意时滞 : 0≤ i≤ M =

11852 ( i = 1, 2)系统 (17)都是鲁棒镇定.

4　结语

主要研究了一类带有非线性扰动的时滞系统多

时滞依赖型鲁棒控制器的设计问题 ,通过构造状态

反馈控制器得到多时滞依赖型 LM I,进而给出时滞

系统的多时滞依赖型鲁棒稳定的判断方法.从而减

弱了控制器设计的保守性 ,使得该方法具有更广泛

的使用范围.
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Robust Stab ility of M ultiple T im e2delay System s w ith Non linear Perturba tion s
Luo L iang, J in Chao2yong, Chen De2yin, Hu Nan2hui

( Faculty of App lied Mathematics, Guangdong University of Technology, Guangzhou 510006, China)

Abstract: The p roblem with robust stabilization of uncertain multip le time2delay system swith nonlinear perturbation

is p roposed. Firstly, based on Lyapunov stability theory, the delay dependent stabilization criteria for the system

are set. Secondly, robust controller is given by analyzing the stability of class2loop system. The sufficient condition

for the existence of the state feedback controller is derived in term s of linear matrix inequalities. It is finally illustra2
ted that the method p resented can reduce the conservativeness of the results, which indicates the validity of the p ro2
posed method.

Key words: nonlinear perturbation; state feedback; delay dependent; robust stability
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